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定義 1.1.pは1さp< 00を満たす定数またはp= 00であるとする．関数fに対し，
llfllv(O) ,~{ (/,,it(x)I'dx r'(l <; P <oo) 
ess.supxEnlf(x)I (p = oo) 
と定める. IIJIILP(O)く ooを満たすf全体を IJ'(O)と書き， Lebesgue空間またはIJ'空間
と呼ぶ以後 0=町の場合は， (0)を省略する．すなわち， llflb(n),Il'(O)をそれぞ
れ IJILP,IJ'と略記する．
定義 1.2.局所可積分関数fに対し，作用素M を
Mf(x) := SU□ j IJ(y)I dy (x E切
BぅxIBI Bnn 
で定める．但し，上限は点xを含み, IBnn1 > oを満たすすべての開球Bについてとる
ものとする．この作用素M をHardy-Littlewoodの極大作用素と呼ぶ
M はLebesgue空間びにおいて次の基本的な有界性を満たしている．
定理 1.3(Hardy-Littlewoodの極大定理）．もし 1<p-:; 00ならば， M はU において有
界である．すなわち，すべてのfEびに対して
IIMflb(即） -:;Cllflb(即）
が成り立っ．一方，じにおいて M は有界ではないが，弱 (1,1)型である．すなわち，す
べてのfEいと入 >0に対して













Mw(x)::; Cw(x) (x E町）
を満たすとき， A1ウェイトという．一方， l<p<ooを定数として， wが
sup―llw11PXBIILPllw―l/pXBlb1 < 00 
B IBI 
を満たすとき， Apウェイトという．但し，上限はすべての開球Bについてとるものとし，




[w]小=s~p{羞 Lw(x) dx・llw-1IIL=(B)} 
が有限値であることによって定義することもできる．この値[w]A1をwのふ定数と呼ぶ．
一方， l<p<ooの場合は
[w]心=s~p (畜llw11PxBIILPllw-IfpXB lb1) P 
をwのAp定数と呼ぶ
Apについて，包含関係に関する単調性，すなわち，定数 1さp:; qく ooに対して，
A cAが成り立つことが知られている．このことから，ウェイトのクラスAooを次で定p q 
義することができる．










1. 1 < pく 00を定数とする．このとき，以下の 3条件は同値である：
(a) w E Apである．
(b) M は L~ 上有界である．すなわち，すべての fEL~ に対して， IIMJIILi:::::
CllfllLiが成り立っ．
(c) M は L~ 上で弱 (p,p)型である．すなわち，すべての fEL~ と入 >0に対し
て， w({x E町： Mf(x) >入})1P:::c>--1IIJll£iが成り立っ．
2. 以下の 2条件は同値である：
(a) w Eふである．
(b) M はL↓上で弱 (1,1)型である．すなわち，すべての fEL↓と入 >0に対し
て， w({x E町： Mf(x) >入}):; C入ー1llfll£iが成り立っ．




定義 2.1.p(・) : n→ [1, o]を可測閑数とする．変動指数Lebesgue空間びC・l(n)を
仄）(n) := U : ある入 >0についてpp(!/入） < oo} 
で定義する．但し，
Pp(!):= j IJ(x)lp(x) dx + IIJIIL=({p(x)=oo})・(2.1) 
{p(x)<oo} 
さらに，






ることがわかる．式 (2.2) のノルムを， Luxemburg—中野ノルム，または Kolmogorov­
Minkowskiノルムと呼ぶことがある．また，ノルム (2.2)に対して， (2.1)をモジュ
ラーと呼ぶこともある．
2. 以下，変動指数の議論においては， p(・):n→ [1, o]に対し， p'(・)は共役指数を表






P+ := ess.supx叩 p(x), P-:= ess.infxEnp(x) 
と定め， 1< P-SP+< ooを満たすp(・)全体を P(O)と書く．変動指数のクラスの議論の
際も， 0=町の場合は， p:=P(野りのように (0)を省略して表記する.Mの有界性の
議論に入る前に，通常の Lebesgue空間に由来する性質で，頻繁に用いられるものを幾つ
か紹介しておきたい．
定理 2.3.p(・) : n→ [1, o]に対し，以下が成り立つ：
1. (一般化された Holderの不等式）任意の fE IJ'罰n)と9E v'(・l(n)に対し，
fn 1J(x)g(x)I dx S (1+ k-t) lfl£PCl(n)lglLP'C・l(!1)・
2. (双対性）び'(-)(D)において， sup{ / f(x)u(x) dx : lulbc・J(!1) :; 1}はIJILP'い(!1)， 
と同値なノルムを与える．
3. (桐密性） 0が開集合のとき， P+く ooならば， 9上で定義された無限回微分可能か
つコンパクトな台をもつ関数全体は LP(-)(D)において稲密である．
Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [8, 9], Diening [13]により，変動指数に関する次の
基本的なクラスが確立された．
定義 2.4.
1. 可測関数r(・): D→ (0, oo)が
C 
lr(x) -r(y)I =:; (Ix -yl =:; 1/2) 
-log(lx -YI) 
を満たすとき，局所log-Holder連続であるという．
2. 可測関数r(・): D→ (0, oo)が，ある実定数 Tooについて
C 
lr(x) -国I< (x ED) ―log(e + lxl) (2.3) 
を満たすとき， 00において log-Holder連続であるという．
3. 局所log-Holder連続な関数全体， 00において log-Holder連続な関数全体をそれぞれ
LHo(O), LH00(0)と書く．さらに， LH(O):= LH。(0)n LH00(0)と定める．
4. Mが四(0)上有界となるようなp(・):n→ [1,oo]全体を B(O)と書く．
注意 2.5.
1. 可測関数r(・): n→ (0, oo)について，条件(2.3)は次と同値である：
C 
lr(x) -r(y)I < (IYI 2 lxl)-
-log(e + lxl) 
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2. P+ < ooを満たすp(・):n→ [1, oo)に対して， p(・)E LH(O)であることと 1/p(・)E 
LH(O)であることは同値である．
LP(・) (!1)における M の有界性について，まずは十分条件に関する有名な結果を紹介する．
定理 2.6.
1. (Diening [13])もし 9が有界領域ならば， P(O)n LH。(!1)c B(O)が成り立っ．
2. (Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [8, 9])もし Qが園集合ならば， P(O)nLH(O) c 
B(O)が成り立つ．
3. (Cruz-Uribe-Diening-Fiorenza [5], Diening-Harjulehto-Hiistか水田—下村 [16]) も
しp(・）：町→ [1, o]が1< P-:S P+ :S ooかつ 1/p(・)E LHを満たすならば，
p(・) EBである．
必要条件については，次の結果が知られている．
定理 2.7 (Diening-Harjulehto-Hiistか水田—下村 [16]). nが開集合であるとする.p(・）：
Q→ [1, o]について，もしp(・)E B(O)ならば， P-> 1でなければならない．
次に，必要十分条件についての結果を紹介する．
定理 2.8(Diening [14]). p(・) E Pに対し，以下の条件は同値である：
(Dl) p(・) EB. 
(D2) p'(・) EB. 
(D3)ある定数qE(l,p_)について， p(・)/qEB. 
(D4)互いに素な開立方体の任意の族Yと任意のfE£P(・)に対し，




















課題 2.9.次の 3条件が同値となるようなp(・)E pに関する仮定を求めよ：
(Cl) p(-) EA. 
(C2) p(・) EB. 
(C3) M は仄・)において弱 (p(・),p(・））型である．すなわち，任意のfE LP(・）と入 >0に
対して，





とができる．したがって，問題となるのは (Cl)⇒(C2)の成立，あるいは (Cl)⇒(C3) 
の成立である．
2. p(・）がある球の外側では定数である場合， Kopaliani[4 7]は(Cl)⇒(C2)が成り立つ
ことを示している．すなわち，この場合は (Cl),(C2), (C3)は同値である．
3. p(・)が対称減少である場合，すなわち， p(x)2". p(y) (lxlさIY)を満たす場合， Lerner
[51]は(Cl)⇒(C3)が成り立つことを示している．すなわち，この場合は(Cl)と(C3)
は同値である．





(c) t E [O,1] U [2, 3]に対しては， Plく k(t)< P2• 
これを用いて，尺n上の関数p(・）を
p(x) := k(x1) (x = (x1, x2, .. , Xn) E町）








(Cl) p(・) EA. 
このとき， p(・)EBが成り立っ．
出未—中井—澤野 [33] において， Lerner [51]による別証明を少し修正することによって仮
定(CO)を弱くできること，正確には次の定理が成り立つことが証明されている．
定理 2.12.p(・) E Pに対し，次の 2条件を仮定する：
(CO)'p(・) E LH00. 
(Cl) p(・) EA. 
このとき， p(・)EBが成り立つ．
p(・) E pの場合と同様に， P-= 1の場合についても次の課題を掲げることができるが，
この課題も未解決である．
課題 2.13.p(・) : JR.n→ [1,oo]は1= P-::,: P+ < ooを満たすとする．このとき， (Cl)と
(C3)が同値となるようなp(・)に関する仮定を求めよ．
3 AP(・)ウェイト
まずは， 2012年の Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer[10]による Ap(・)の定義と研究結
果を紹介する．この定義は Apウェイトの定義の定数指数pを変動指数p(・)に慨き換えた
ものである.Diening-Hiisto [17]によるもう 1つの定義に比べれば， P-= 1の場合も含ん
でおり， Apの直接的な一般化であるといえる．




重み付き Lebesgue空間における M の有界性の変動指数の場合への一般化は，それぞれ
Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [10]とDiening-Hiisto[17]で独立した証明が与えられ
ている．その結果の紹介の前に，重み付きの変動指数Lebesgue空間を定義しておきたい．
定義 3.2.p(・)は1S P-S P+ < 00を満たすとする．ウェイト wについて，
IJIL;:,C・l := lfw1fp(・lbc-l 
が有限であるような可測閲数f全体を重み付き Lebesgue空間 L{;,(・)と定める．




定理 3.3(Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [10]). p(・)はp(・)E LH かつ 1~P-~P+ < 
ooを満たすものとし， W をウェイトとする．このとき，もしp(・)E pならば，次の 3条件
は同値である：
(a) w E AP(・）である
(b) M はL岱・)J: 有界である．
(c) M はL庄上で弱 (p(・),p(・))である．すなわち，すべての fELがと入 >0に対し
て， IIX{xEJRn:Mf(x)>入}11£::,<l~C入― 111!11£:;:ぃが成り立っ．
一方，もし P-= 1ならば， (a)と(c)は同値である．
一方， 2011年に公開された Diening-Hiistoのプレプリント [17]では，次の形で変動指
数型の Apウェイトの定義が与えられ，指数が定数の場合に由来する幾つかの址本性質が
証明されている．上で定義された AP(・）と区別するために AP(・）と書くことにする．
定義 3.4.p(・) E Pであると仮定する．ウェイト wが




PB:= (固 Lp(~/x) ― 1
である. Ap(・lウェイト全体を Ap(・lと書く．
この定義に甚づいて， Diening-Hiisto[17]は次の単調性を示している．
定理 3.5.p(・), q(・) E P n LHがp(・)::;q(・)を満たすとき，
Ap_ C Ap(・) C Aq(•) CA旺
が成り立つ．









定理 4.1.p(・) E Pのとき，もしすべてのfE£P(・）に対して不等式
Ln {Mf(x)}p(x)dx SC l罠nlf(x)lp(x)dx 
が成立するならば， p(・)は定数でなければならない．
LP(・）において M が有界であるとは，すべてのfE LPいに対するノルム不等式









[35] によって重み付きの場合ヘ一般化されている．また，定理 4.1 の別証明は出未—巾井—澤
野[3,34]でも与えられている．最近， Cruz-Uribe-DiFratta-Fiorenza [6]によって，次
の形ヘ一般化されたモジュラー不等式




以下， M を恥n上で定義された複素数値可測関数全体とする．まずは， Bennet-Sharpley
[2]に基づいて Banach関数空間の定義をしておきたい．
定義 5.1.XをM の部分空間とする.xがBanach関数空間であるとは，汎関数ll・llx:
X→ [O,oo)が存在して，すべてのf,g, fk EM (kEN), 複素数入および可測集合Eに
対して，次の性質が成り立つことをいう．
(Pl) (ノルム性）
(Pl-1) (狭義正値性） lflx = oとなるのは，ほとんどいたるところでf=Oである
場合に限る．
(Pl-2) (斉次性） I入Jllx= I入llflx・
(Pl-3) (三角不等式） II!+ gllx s lflx + lglx-
(P2) (格子性）もしほとんどいたるところでOSgSJならば， lglxs lflx-
(P3) (Fatou性）もしほとんどいたるところで0S Jiさhs.. かつfk→f (k→ oo)な
らば， lfklx→lflx (k→ o). 
10 
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(P4)もし IEI< 00ならば， llxEllx< oo. 






定義 5.2.Banach関数空間Xに対し， lflx1< 00を満たすfEM全体を X'と書き， X
の随伴空間という．但し，




2. (Lorentz-Luxembergの定理） (X')'= Xが成り立つ．特に， ll・llxと I・lrx')'は同
値なノルムである．











Lfoc(町）：= {f: 任意の有界閉集合Kc民nに対して， fEび(K)}
と定める.Morrey空間Mり（町）を
碕（町）：= {f E応 (JE.n): lf IIM~(即） < 00} 
で定める．但し，










(P4)' 任意の開球Bに対して， llxBllxく 00.







もできる．澤野ー田中 [60]により， l<q<p<ooのとき， Mり(JR.n)は(P5)'をみたすが
(P5)をみたさないこと，すなわち，ボールBanach関数空間であるがBanach関数空間で
はないことが証明されている．




1. 整数lに対して， Bz:= {x E町： lxl :=; 21}, Rz := BハB1-1,Xl := XR1と書く．
2. えO:= XBo• 自然数mに対してはぇm := XRmと書く．













心：= {f EL悶喜配）： IIJIIK仇,~< oo} 
で定める．但し，
IJIK; げ:= l{2°'mlfえ叫ILP<l }~=oll屈(No).
Herz空間上の作用素の有界性を証明するためには，凡や幼などの特性関数のノルムを
いかにうまく評価するかが鍵となる．そのために，次の補題は重要な役割を果たす．
補題 6.2.p(・) E Pが定理2.8の条件 (D4)を満たすとする．このとき，ある小さな定数
o>Oが存在し，すべての開球BとScBに対して





命題 6.3(Diening[14]). p(・) E Pが定理2.8の条件(D4)を満たすとする．このとき，ある
小さな定数o>Oが存在し，互いに素な開立方体の族Yを任意にとれば，すべての非負値
の数列 {tQ}QEY, およびJQi= 0 (Q E Y)を満たすすべてのfE Lf0c(尺りに対して
L tQ 1_ ,5 XQ :; C L tQXQ 
QEY f Q LP(・) QEY LP(・) 
が成り立っ．
















注意 6.5.補題6.2を用いて Herz空間における作用素の有界性を証明する際には， 6の存在
が重要であり，これを用いて指数aの範囲を決めることになる．しかしながら， 6を具休的
に書くことは非常に難しく， aの範囲が不明確であるという欠点がある（出束 [26,28, 30]). 
Almeida-Drihem[l]は， aとpを変動指数にした新たな Herz空間を定義した．そこでの
作用素の有界性の証明において， p(・)にlog-Holder連続条件を仮定し， Pooを用いて aの
範囲を決めることでこの欠点を克服した結果を示している．両者の比較のために，非斉次
Herz空間における M の有界性の結果を紹介しておきたい．以下， 0< q :'.oo, p(・) E Pと
する．
1. (出来 [26])p(・) E Bを仮定し，定数釘， 62E (0, 1)を，すべての開球BとScBに
対して
llxslb<) さ c(~〗1 lxslLP'<・) :; 0~62 
llxBlbu IBI'llxBIILP'<・) CBI) 
を満たすようにとる．さらに，ーn釘<a:<nr52を仮定する．このとき， MはK:c・｛
上で有界である．
2. (Almeida-Drihem[l])まずはa(・） E£=を仮定し， aとpが変動する Herz空間K:/J'q
を
K:/J'q := {fE 心（町）・ IIJIIK;i']•q := { ll2ma(・)パmll£P(・)に。屈(No)<oo} 
で定める．さらに， p(・)E LH, a(・) E LH= およびーエ— <a=<­n 
脳 (p')=
を仮定す
る．但し， P=,a=, (p')= tま定数で，それぞれ指数p(・),a:(・), p'(・）に対する ooにお




llbllBMO := sup上Jlb(x)-bQldx=sup 1 l(b―如）XQIIい













定理 7.2.定数c1,c2 > 0が存在し，任意の入>0, 開立方体Q,bE BMOに対し，











証明した．さらに，出末—澤野 [41], 出未—澤野—筒井 [43] で，より一般の p(·) に関しても
同値性を証明した．これらの結果を整理すると，次のようになる：
1. (出末 [26])もしp(・)E P n Bならば， llbllBMOLP(・)とllbllBMOは同値である．
2. (出末—澤野 [41]) もし p(·) : 町→ [1, oo)がP-= 1,P+ < ooおよびp(・)E LHを満
たすならば， llbllBMOLP(・)とllbllBMOは同値である．
3. (出来—澤野ー筒井 [43]) もし p(·) : 町→ [1, oo)が匹<00を満たし，さらに M が
1」p(・)iこおいて弱 (p(・),p(・))型であるならば， llbllBMOLP(・)とllbllBMOは同値である．



















1. 関数il>: [O,+oo)→ [0,+oo]がYoung関数であるとは，①が凸関数かつ左連続で，
さらに
il>(O) = lim il>(r) = 0, lim il>(r) = +oo 
r→ +o r→ +oo 
を満たすことをいう．
2. il>をYoung関数とする．股n上の局所可積分関数fで，ある入 >0について
1 iP c1:入~)1) 心く +oo
]Rn 
を満たすもの全体を £4>(JR門と書き， Orlicz空間と呼ぶ．
3. Young関数① について，ある定数k> 1が存在し，すべてのr>Oに対して il>(2r)さ
輝 (r)が成り立つとき，のは△2条件を満たすという．
Orlicz空間び（町）は，ノルム
IJIL"':= inf {入>。 J即 iPCf: 入~)I) dx::; 1} 
に関する Banach空間となる．また， Orlicz空間L町野りは通常の Lebesgue空間じ'(JRn)
(1::; pさoo)の一般化である．実際， 1::;p<ooとして，次の 2つのYoung関数
妬(c),~.-", 動(c),~{ 0 (0 $ C $ 1) 
+oo (r > 1) 
を考えてみる．このとき， £4>1(野り=IJ'(股門， L¥1>2(IR門=Loo(IR.n)が成立する．
Young関数① とOrliczノルム 1・IL"'を用いて，次のようなBMOノルムの一般化








定理 7.5.p(・): 町→ [1,oo]が如く ooかつp(・)E LHを満たすとする．このとき，定
数 C1,C2 > 0が存在し，任意の入>0, 開立方体Q,bE BMOに対し，











定義 8.1.0 < 0 S 1, 1 Sp < ooを定数とする．また，開立方休Qに対し， £(Q)はQの
辺の長さを表すものとする．このとき，
I! lo,e := s悶州(Q)―0(責llf(x) -J, 研 dx)l/p = s芯p£(Q)―ell(f~:iij:PQIILP 
が有限となる jELに(JRn)全体を [,P,0と書き， Campanato空間という．但し，上限は謂
立方体Q全体についてとるものとする．
上で定めた IJl.cp,eについて，次の同値性
IJl.c1,0 s IJl.c",e s 0,lf lbe 




定理 8.2(出来—澤野 [42]). 0 < 0 S 1を定数， XをボールBanach関数空間とし，




c-111!11.cx,e s lflo.e s c IJl.cx,e 
が成り立っ．
定理8.2は次の定理から導かれる．
定理 8.3(出末—澤野 [42]). XをボールBanach関数空間とし， Hardy-Littlewoodの極大
作用素M が随伴空間X'上有界であると仮定する．このとき，定数C2: 1, 1 <p < ooが
存在し，
1 1/p 







llfxQllx = llfxQllcx1)1 = sup { l f(x)g(x) dx : g EX', lglx1さ1}
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となる. lglx,::: 1を満たすgEX'を任意にとり，以下，ある C> 0, 1 < pく ooにつ
いて
j f(x)g(x)心：：： Cビjlf(x)『dx)l/p llxqllx (8.1) 
Q IQI Q 
が成り立つことを示す．ほとんどいたるところでg=Oの場合に (8.1)が成り立つのは明
らかなので，以下ではそうでない g について考える• B:=IIMllx1→ X'とおき，関数Rgを




M(Mk対） (k 2: 2) 
である．閲数Rgは以下の性質をもつ：
1. 町上ほとんどいたるところで lgls Rg. 
2. IIRgllx1 s 211gllx1 s 2.
3. M(Rg)(x) S 2B Rg(x). 
特に， 3番目の性質から Rgがふウェイトであることがわかる．さらに，右辺の定数2B
に注目すると， A1ウェイト固有の呈であるふ定数がgに依らない値で評価できることも
わかる．このことから， Qだけでな<gにも依らない 2つの定数q> I,C > 0について，
逆Holder不等式 (~l Rg(x)qdx) l/q S贔Rg(Q)
が得られる．以下， p:= q'と書くことにする．この結果と通常の Holderの不等式および
一般化された Holderの不等式より
l f(x)g(x) dx S l lf(x)IRg(x) dx 
s lf xQ ILP I(Rg)xQ ILq 
1 1/q 
= llfxQIILP・IQl11q員lRg(x)qdx) 
s llfxQIILP・IQl11q C 
IQI 
. -Rg(Q) 


















定理 9.1.XはボールBanach関数空間であり， M はX上有界かつX'上有界であるとす
る．また，ある定数lSpく ooが存在し，各wE Apについて， fE Lf; を満たす任意の
(f,g)EFに対し，
lf 1£;, :; Cl9IL;, 
が成り立つと仮定する．このとき， fEXを満たす任意の (f,g)E Fに対し，




補題 9.2.定数l<p<ooとウェイト wについて，次の 2条件は同値である：
(a) w E Ap. 
(b) W = W1Wげを満たす WI,W2 Eふが存在する．
次の補題は，定数指数の重み付き Lebesgue空間における補外定理である．
補題 9.3.ある定数lSpo<ooが存在し，各woE Ap。について， fEL窃。を満たす任意
の(f,g)E Fに対し，
11£ 闘SClglL闘
が成り立つと仮定する．このとき，各 l<p<ooおよび各wE Apについて， fE Lf; を
満たす任意の (f,g)E Fに対し，






以下，ふ：=X, X2 :=X'と書くことにする．この記号にしたがって，各j= 1,2に対






(B) IRjhjlふ：：： 2 lh』Ix,-
(C) R凸は [Rjhj]ふ：：： 2凡を満たすふウェイトである．特に，定数2Bjは関数朽の
とり方に依らない．
いま， o< lflxく ooかつo< l9lxく 00を満たす(f,g)E Fを任意に 1組とり，以下
h1 := f ＋ 
g 
lflx l9lx 
について考える．三角不等式より， lh叶仄：：： 2がわかる．一方， lflxを
lflx = I! llcx')'= sup { j f(x)加(x)dx : h2 EX', lh2lx1 :; 1} 
恥n
と書き換えることができる．ここで， 0< lh2lx1 : 1を満たすh2EX'を任意に 1つと
る．このとき，
J f(x)加(x)心：：：：：J f(x)R心 (x)dx 
即即




Ii:=/ f(x)2R山 (x)―lR山 (x)dx, 
此”
h:= IR山 (x)R心 (x)dx 
股n
である.12については，次のように簡単に評価できる：
h:; IIR1h1llxllR2加lx':;2llh1llx・2llh2llx1::;; s. (9.2) 
次にIiの評価を行う．まず， wo(x):= R1h1(x)-1 R2加(x)とおくと，補題9.2より woE A2 
となることがわかる．一方， 0:Sf :SI fllxh1 :S llfllxR山より
Ln lf(x)l2wo(x) dx :S 1rn艮n(llfllxR山 (x))2wo(x) dx = lfli:I2 :S 8 lfl文<o, (9.3) 
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すなわち， fEL!。が成立する．したがって， p=2かつw= w0 E A2について定理の仮




が成り立っ．よって， (9.1),(9.2), (9.4)より定理の結論が導かれる． ロ
9.2 補題の証明
主結果の証明で用いた 2つの補題も下記のように Rubiode Franciaのアルゴリズムを用
いて証明することができる．
補題9.2の証明.(b)⇒ (a)についてはApウェイト (1:Sp< oo)の定義と Holderの不等
式より簡単に導くことができる．以下， (a)を仮定し， Rubiode Franciaのアルゴリズム
を用いて (b)が成り立つことを示す.l<p<ooとwE Apを固定し， q:=pp'とおくと，
1 < qく ooである．作用素S1を
Sif(x) := w(x)1IP M(JP1 w―1/p) (X) 1/p' 
で定めると，すべてのfEびに対し
J応ふf(x)国=Ln w(x)M(JP'w―l/P)(x)P dx 
:SB『jw(x) f(x)P'w(x)―l/p P dx 
即
=B『lfl1q
が成り立つ．但し， B1:= IMIL;, → L{;,である．特に， S1がIS1l£q→Lq'.S Bi/p'を満たす
Lq l: の有界劣線型作用素であることがわかる．一方び：= Wl-p'とおくと， (J'EAIであp 
る．同様に， B2:= IMIば→L);'とおき，
氾 (x):=叫）1/q M(f P0'-1/p')(x)lfp 
と定めると，ふは 1s叶Iい→Lq :SBげを満たすび上の有界劣線型作用素である．さらに
作用素SをS:= S1 +ふで定めると， SはBo:=1S1£ い Lq'.SBi/p'+ Bげを満たすLq
上の有界劣線型作用素である．これを用いて，作用素Rを
00 岱h(x)
Rh(x) := L 
k=O 
(2Bo)k 
で定めると， RはIRILq→Lq S 2を満たすLq上の有界作用素である．いま，ほとんどい
たるところで 0にならないhEびを 1つ固定すると， Rhがほどんどいたるところで有限
値をとることに注意する．このとき，
W1 := (Rh)PびーI/p', w2:=(Rh)P'w―1/p 
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と定めると， W= W1W~-p を満たすことがわかる．最後に， w1, w2 E A1であることを示
す．町上ほどんどいたるところで
wlfq(M四）l/p'= w1fq ((Rh)P'w―l/p) l/p'=ふ(Rh):; S(Rh)さ2B。Rh
が成り立つ．各辺にw―l/qをかけて最左辺と最右辺を比較すると (M四）l/p'::; 2Bo(Rh)w―l/q 




定数l<pく ooとwE APを固定する.O':= w1-P', X1 := Li, X2 :=ばと書くことに








(A) lhjl : Rjhj・
(B) IIR凸 Iふ：： 2 lh』lxj-
(C) R凸は [Ri朽］ふ：：：： 2Biを満たすふウェイトである．
いま， 0< IJILl:, く ooかつ o< l9l£l:, く ooを満たす (f,g)E Fを任意に 1組とる．
以下，




IJILi:, = sup { J f(x)加(x)dx : h2 E Lt, llh2IIL1;'S 1} 
]Rn 
と書き換えることができる．ここで， 0< lh叫ILJ;'s1を満たす加 EL1; を任意にとる．
このとき
但し
Ln f(x)加(x)dx :S Im股nf(x)R山 (x)―1/po'R山 (x)l/po'R山 (x)dx
:S Ji 1/po 121/po'が成り立つ．
Ii:= Im艮nf(x)PDR山 (x)l-poR山 (x)dx, I2 := ln R山 (x)R疇）dx 
である.12については
12さIIR1h1ILl:, IIR2h2IIL~''.S 2lh1l£l:, ·2llh2IIL~''.S 8 
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と評価できる．次に， hの評価を行う．まずは， wo(x):= R仇1(x)l-po R2加(x)とおくと，
補題9.2より woE Ap。であることに注意しておきたい．また，





すなわち， fEL腐であることがわかる．よって，補題の仮定より IJIL;,0'.SC 191£;,0が
成り立つ．さらに， (9.5)と同様の評価が関数gに対しても成り立っ．したがって，
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